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1. Deducir la ecuacion de Klein-Gordon

Dado el Lagrangiano -
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Primero aclarar que este Lagrangiano no es el que da Javier en el capitulo 33, la razén de que use este
en lugar del que da Javier es por razones de dimensiones, pues la derivada 0 tiene dimensiones de [L!],
mientras que m tiene dimensiones de masa, por lo que para poder sumar las dos partes debo multiplicar
por alguna constante que unifique las dimensiones, en este caso he decidido usar la constante £ que tiene
unidades de
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Por lo que ahora ambos términos tienen unidades de inverso de longitud al cuadrado.
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Usemos ahora la ecuacion de Euler-Lagrange
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Empecemos con la parte facil, la segunda;
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Ahora vamos a por la primera, que es mas dificil, vemos que tenemos que derivar respecto de J,¢, eso

solo aparece en el término!
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por lo que
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Es facil argumentar que
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pues si u = v la derivada de algo respeto a si mismo es 1, mientras que si y # v, recordemos que el
Lagrangiano depende de cinco variables:
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1Cambio el indice para porqué en la ecuacién de E-L ya estd u en uso.




por lo que entonces la derivada parcial de una con respeto a las otras tiene que ser cero (es la misma
razoén que he usado para ignorar el primer término del Lagrangiano en la derivada respeto de ¢ e ignorar
el segundo término en esta derivada).

Aun nos queda por calcular, pero, la derivada
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para calcularla tenemos que usar la derivada que acabamos de calcular y recordar que 0¥ = ¢g**0y, por
lo que

0(0"¢) 20 (d)  xew wu
90,0) 7 Aa(a,xzb) =97 = ©)

Introduciendo todo eso en la ecuacién (4) obtenemos

0L 1 1 1 1
I 7P o kg 4 —gm
0,0) 26,,8 o+ 28,,¢g 28 ¢+ 28,@ G0 (6)
Sustituyendo finalmente en (2)
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Obteniendo asi la ecuacién de Klein-Gordon.

2. Calcular W' y ¥

Sea ¢(z) para un observador inercial
(15(1') _ ei(wtszz) (8)
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Y sea otro observador inercial que se mueve con velocidad v = % respecto al primero, calcula cuanto

valdran las constantes w’ y k'.
Empecemos considerando una transformacién de Lorentz, sabemos que, en (1+1) dimensiones esta viene
dada por la matriz (usamos la inversa, pues queremos calcular z en funcién de z'):
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Esto quiere decir que, dado que z* es un vector contravariante
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Sustituyendo esto en el campo obtenemos, sabiendo que ¢ es un campo escalar,
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Por lo que vemos que
! —k 1 -
()= (22 ) (e ) () @

Vemos que la matriz que transforma w y k es sospechosamente similar a A, de hecho es facil ver que si
consideramos ck obtenemos lo siguiente
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Por lo que w y ck transforman como un cuadrivector. De hecho, multiplicando este cuadrivector por A
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es también un cuadrivector.

Hasta ahora hemos considerado una transformacion de Lorentz con velocidad § arbitraria, si imponemos

hemos demostrado que

ahora que 3 = £¢ nos queda
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Por lo que la velocidad de grupo




